8.1.7 Vlastnosti posloupnosti Il

Predpoklady: 020407, 080106

Opet opakovani z funkci:
Funkce f (x) se nazyva neklesajici, pgakdyz pro viechna;; X, z definéniho oboru plati:

je-li x < x, pak f (%)< f(x,).
Funkce f (x) se nazyva nerostouci, ptakdyz pro vSechna;; x, z definéniho oboru plati:

je-li x <x, pak f (%)= f(x,).

H Pi. 1. S uzitim definic nerostouci a neklesajici funkagriuluj definici nerostouci a
neklesajici posloupnosti. Vyuzij symboliku pouZigaru posloupnosti. Zformuluj
analogické ¥ty pro ugovani tchto vliastnosti podle vztatpro a, aa,,,.

Posloupnosfa,)” se nazyva neklesajici, peakdyz pro vSechna,sON plati: Je-lir <s
' paka, <a,.

Posloupnosfa,)”_ se nazyva nerostouc, pegkdyz pro viechna s[IN plati: Je-lir <s
- paka =a,.

Posloupnost(a, ), je neklesajici, pra¥ kdyz pro véechnanON plati a,<a,,,.

Posloupnost(a, ), je nerostouci, praw kdyZ pro vdechnanON plati a, 2 a,,;.

Pedagogicka pozndmkaPo minulé hodi& nepisobi gedchozi piklad Zadné problémy,
krome toho, Ze studefitn piipada zbyténé vSechno psat.

H Pr. 2: Porovnej definice rostouci, klesajici, nerostouséeklesajici posloupnosti. Které
‘ druhy posloupnosti maji podobné definice@evh se liSi? Jaké to masledky?

- Definice se liSi v nerovnostech. Existujicdvojice:
- posloupnost rostoudia, <a,) = posloupnost neklesaji¢a, <a,),

posloupnost klesajl'((iaT > as) = posloupnost nerostou(:é'T > as).

' Napriklad v prvni dvojici rozdil v nerovnostech znamgbelen rostouci posloupnosti musi
- byt wtSi neZ jeho fedchidce, zatim caélen neklesajici rize byt ¥tSi nebo stejny jako jeho
| predchidce.

H Pr. 3: Rozhodni, jaky vztah existuje mezi rostoucimi alesjicimi posloupnostmi. Jaky
je vztah mezi klesajicimi a nerostoucimi?

- VSechny rostouci posloupnosti jsou neklesajici.
' V8echny klesajici posloupnosti jsou nerostouci.
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Pr. 4: Nacrtni graf posloupnost(an) ,» ktera je neklesajici, ale neni rostouci.

- Pro¢leny posloupnosti musi plati,,, > a,, ale nesmi prodplatit a,,, >a, = alespa
" jednou musi dojit k tomu, Ze dva po &otasledujictleny se budou rovnat> moZnosti je

- mnoho.
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Pr. 5: Rikaji véty: ,Posloupnost je nerostouci* a ,Posloupnost nesfouci* to samé?

- Nefikaji. Nayfiklad posloupnos‘[—l]“) neni rostouci, ale neni nerostouci.

o
n=1

' Véta: ,Posloupnost je nerostouci® tvrdi, Ze poslowgimoa speciélni viastnost.
- Véta: ,Posloupnost neni rostouci naopak tvrdi, Zslgapnost specialni vlastnost nema.

Opet opakovani z funkci:
Funkce f (x) se nazyva shora omezena, grislyZ existuje realnéisloH takove, Ze pro

véechnax(OD( f) plati: f (x)<H .
Funkce f (x) se nazyva zdola omezena, gradyZ existuje realnéislod takové, ze pro
viechnaxOD( f) plati: f (x)=d.

Pr. 6: S uzitim definic pro shora omezenou a zdola omazémukci zformuluj definici
shora omezené a zdola omezené posloupnosti. Vigyraipoliku pouzivanou u
posloupnosti.

Posloupnos(an)m_l se nazyva shora omezena, @riaslyZ existuje realnéislo H takove, Ze

n=.

pro vSechnanON plati: a,<H .
- Posloupnosfa, )" se nazyva zdola omezena, pridyz existuje realnéislod takové, ze

n=.

- pro viechnanOON plati: a, > d .

jsou omezené.

a) (Znn— 1)“’ b) ([_1]n nz)::l 0 ([_1]n %jw

n=1 n=1
a) ( 2n— 1)
N Jpa

P¥. 7.  Zjisti, které z nasledujicich posloupnosti jsourahmmezené, zdola omezené a které



VypiSeme #kolik prvnich¢lena: 1;;;%;:71;—2;... = zda se, Ze posloupnost je rostouci, ale
jeji hodnoty se fiblizuji ke dvojce= zrejn¥ je zdola omezena jedkiou a shora dvojka>

2n-1

-+ testujemea, =1 >1 /Ih (u posloupnosth>=1 = muZeme vynasobit

nerovnosh nebat se zimy nerovnosti)
2n-1=n
n=1"- presre tatocisla zan dosazujeme= nerovnosta, =1 plati,

» testujemea, <2: 2n-1

<2 /lh (u posloupnostn=>1)
2n-1<2n

| —-1< 0 plati vzdy= nerovnosta, <2 plati.
Dohromady:1<a, <2 = posloupnost je omezena na inter(/lalz).

()

VypiSeme #kolik prvnich¢lena: —1;4;,-9;16- 25;.. = je Zejmé, Ze posloupnost neni
- omezen4 ani zdola ani shora, absolutni hodtlet# posloupnosti jde k nekoteu (jako
hodnoty funkcey = x* a kwiili vjrazu [-1]" se jejich znaménko neustaléida.

ol

VypiSeme gkolik prvnich¢lena: -1, > = -

ol

Wl
N

Posloupnost se sklada ze dv@sti:

. 1. . L o e “ ,
1 = jsoucisla, ktera jdou od 1 k nuléitn vétSin tim mensi hodnota zlomku jako u
: n

funkce y =1) = absolutniho hodnota kazdého dal&ftemu posloupnosti je mensi
X

| nez¢lenu edchoziho,
-+ vyraz[-1]" neustale $tda znaménkeleni posloupnosti,

| . : 1
. = posloupnost je omezena na inter aIl;E .

Jak mizeme odhadnout, ke kterérdiglu se blizleny posloupnosti? Co ukazuje u

posloupnost( 2n j na to, Ze se jeji hodnoty pro velkriblizuji ke dema?
n=1

Zkusime si do posloupnosti dosadikalik ¢im dal w&tSich¢isel:
2[100-1_ 19¢
* n=100 = =

100 100
(
< n=1000 N 2[1000-1_ 199¢
1000 100C



2010000~ 1_ 1999

10000  1000(
= role, kterou ve vysledku hraje —Xwateli zlomku, se neustéle sniZzuje vysledek se

* n=10000

priblizuje zIomku@ =2.
n
Pedagogicka poznamkaTakto vys¥étlena gedstava limity nejsobi studeriim problémy a

po dvou pikladech u tabule limity bez problénmalézaiji.

K problému ,hledanéisel, kterym sefiblizuji ¢leny posloupnosti®, se v dilu o
posloupnostech jeStratime.

Pr. 8: Rozhodni zda jsou nasledujici posloupnosti ometa@m&zené shora nebo zdola).
Pokud ano, wi na jaké intervaly.

5n+1)" n3n-1 _\°
a)( 3n j ) ([_1] 2n +3jn:l

(5n+§r
a)
n )y
11 16 21 26

VypiSeme gkolik prvnich¢leni: 2,—;—;—;—,... = zda se, Ze posloupnost je klesajici:
' 6 9 12 15

<2 /h (u posloupnosth>1)

i . +
. » testujemea, < 2: on+l
; n

5n+1< 2[Mh
. 1<n - presre tatocisla zan dosazujeme= nerovnosta, < 2 plati,
. = hledame, ke kterémtislu secleny posloupnosti bliZi, pro velképosloupnost vypada

D e - 5n 5 . . e}
- priblizn¢ jako§:§ = c¢leny posloupnosti se b|l% =

. testujemea, >§: 5n+1>§ /[3n (u posloupnosth>1)
! 3 3n 3

3(5n+1) > 503

150+ 3> 15,

3> 0 plati vzdy= a, >g,
5 5 . . 5
; dohromady.§ <a, <2 = posloupnost je omezena na mterE%I, 2>.

; L 3n-1 ”
; b) ([ 1] 2n * 3jn:l
17 5 35

VypiSeme si &kolik prvnich¢lena: 2;7’5’_8"" = nebudeme to @dtat dal, steja si

- z toho nic nefedstavime= podivame se na jednotli¢dsti vzorce:

' 3n-1
2n

'+ [-1]" = pouze mni znaménko fedchozihalenu,

= Vytvéai ¢isla, kterd se uiznychgélena lisi,



-+ +3 = kvysledku pedchozich operaciigitame stéle stejnéslo,

= prostudujemeast 3;;1 a pak domyslime, co s nélé zbytek posloupnosti.

" Nékolik prvnichélend posloupnostib,)”_ :(Bn—lj ; 1E 4, il
: n= 2n ), 4’38
= rostouci posloupnost, hodnoty se bH23éj

32_121 /th (u posloupnosthn=>1)

» testujemeb, =1:

3n-1=>n
n>1 - presre tatocisla zan dosazujeme, takZze nerovnost plati
'+ testujemeh, <§ 3n- 1<—3 /2n (u posloupnosth>1)
: 2 2n 2
6n—-2<6n
-2<0 plati vzdy

= posloupnostb, ) (32 1) je omezena v intervalél;:—zgj, pro velkacislan secleny
i N Jna

' blizi kg = zpdt k pavodni posloupnosti:

([ 1" 32n 1) = ¢as-1]" prohazuje znaménka posloupnost setlaw bliZi kg a —g
n=1

([ 1]n 3n- 1+ 3) = k¢islu 3 gigitame stidaws &isla blizici se kg a —g = vysledné
n=1

ihodnotyse blizig+>=2 a3-2=3
| 2 28737

-1

= posloupnos{[ 1] +3j je omezena naintervélg;—zj.
. =1

Pedagogicka poznamkaK bodu b) se &Sina studerit nedostane. Pro ty co se &mu
prokousSou, je&zky praw kvili tomu, Ze si ho musi roztit na nikolik ¢asti a ty
reSit postupé. Coz je pesre to, co studenti neumi.

H Pi. 9: Petakova:
strana 66/cvieni 7 b) d) f)

Shrnuti:  Pfi ovéfovani omezenosti porovnavame vzorecipty ¢len s konkrétningislem.



